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Leucite	
   KAlSi2O6 

I41/a 

A	
  distorted	
  structure:	
  

Palmer	
  et.	
  (Amer.	
  Miner.	
  82	
  (1997)	
  16	
  



Leucite	
   KAlSi2O6 

I41/a 

A	
  distorted	
  structure:	
  

Ia-3d 

max. atomic displ. : 1.04Ǻ 

Ia-3d 

I41/acd 

I41/a 

G= Ia-3d F= I41/a   

  G: supergroup of F 

A	
  distorted	
  structure	
  is	
  pseudosymmetric	
  for	
  a	
  supergroup	
  of	
  its	
  space	
  group	
  	
  



Problem	
  1:	
   Is	
  my	
  structure	
  with	
  space	
  group	
  F	
  a	
  distorted	
  structure?	
  

?	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  
Pseudosymmetry	
  search	
  

We	
  should	
  search	
  for	
  a	
  structure	
  with	
  space	
  group	
  G	
  (supergroup	
  of	
  F)	
  such	
  that:	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Structure	
  G	
  =	
  Structure	
  F	
  +	
  small	
  (symmetry-­‐breaking)	
  distorLon	
  

Program	
  PSEUDO	
  	
  
for	
  displacive	
  
distorted	
  structures	
  



Distorted	
  Structure	
  =	
  High-­‐symmetry	
  Struct	
  +	
  “frozen”	
  symmetry-­‐breaking	
  
distorLon	
  modes	
  

distorLon	
  mode	
  =	
  Amplitude	
  *	
  polarizaLon	
  vector	
  

e2	
  

e3	
  

e4	
  

e1	
  

	
  u(atoms)	
  =	
  Q	
  	
  e	
  	
  

polarizaLon	
  vector	
  amplitude	
  

e	
  =	
  	
  (	
   e1	
   ,e2	
   ,e3	
   ,e4	
   )	
  

DescripLon	
  of	
  a	
  displacive	
  “mode”:	
  	
  

normalizaLon:	
  	
   |e1|2	
  +	
  |e2|2	
  +	
  |e3|2	
  +	
  2	
  |e4|2	
  =1	
  (within	
  a	
  unit	
  cell)	
  

The	
  natural	
  language	
  to	
  describe	
  a	
  symmetry	
  break/phase	
  transiLon	
  or	
  a	
  distorted	
  
structure	
  in	
  general	
  is	
  the	
  one	
  of	
  collecLve	
  symmetry-­‐adapted	
  modes	
  	
  (Landau	
  Theory)	
  

IRREPS	
  of	
  G	
  

How	
  do	
  we	
  describe	
  a	
  distorted	
  structure?	
  

distorLon	
  modes:	
  	
  

displacive	
  type:	
  local	
  variable	
  =atomic	
  displacements	
  

order-­‐disorder	
  type:	
  local	
  variable:	
  site	
  occupaLon	
  probabiliLes	
  

magneLc	
  type:	
  local	
  variable:	
  atomic	
  magneLc	
  moments	
  



polarizaLon	
  vector	
  

e1	
  

	
  u(atoms)	
  =	
  Qdyn	
  	
  e	
  	
  

e2	
  

e3	
  

Modes	
  in	
  the	
  dynamics	
  of	
  	
  molecules:	
  

Mode	
  frequency	
  can	
  be	
  measured	
  or	
  calculated.	
  

Mean	
  value	
  of	
  mode	
  normal	
  coordinate	
  zero:	
  <	
  Qi
dyn	
  >=0	
  	
  

ω2(k)	
  >0	
  

Energy	
  as	
  a	
  funcLon	
  of	
  the	
  normal	
  mode	
  coordinate:	
  

E	
  =	
  Eo	
  +	
  1/2 ω2	
  Qdyn	
  	
  +	
  …	
  
2	
  

Normal	
  coordinate	
  

They	
  transform	
  according	
  to	
  irreps	
  of	
  the	
  point	
  group	
  of	
  the	
  molecule	
  



Modes	
  in	
  the	
  dynamics	
  of	
  solids:	
  

ω2
j(k)	
  >0	
  

E	
  =	
  Eo	
  +	
  1/2	
  Σ ω2
j(k)	
  Qj

dyn	
  (k)	
  +	
  …	
  

Energy	
  as	
  a	
  funcLon	
  of	
  the	
  normal	
  (dynamic)	
  coordinates:	
  
2	
  

Mohr	
  et	
  al.	
  PRB	
  2007	
  

Symmetry	
  of	
  vibraLonal	
  modes:	
  irreducible	
  representaLons	
  of	
  the	
  space	
  group	
  

Zero	
  mean	
  value	
  of	
  mode	
  coordinates	
  :	
  <	
  Qi
dyn	
  >=0	
  	
  

ħωj(k)

irrep	
  modes....	
  



Modes	
  in	
  the	
  descripLon	
  of	
  the	
  staLcs	
  (STRUCTURE)	
  of	
  a	
  distorted	
  phase:	
  

Normal	
  (staLc)	
  coordinates	
  
sLffness	
  coefficients	
  

(Free)	
  Energy	
  around	
  the	
  high-­‐symmetry	
  non-­‐distorted	
  configuraLon:	
  	
  

E	
  =	
  Eo	
  +	
  1/2	
  Σκj(k)	
  Qi(k)	
  +	
  …	
  
2	
  

κj(k)	
  

k	
  

κj(k)<0	
  

Energy	
  as	
  a	
  funcLon	
  of	
  the	
  
amplitude	
  of	
  an	
  unstable	
  Q:	
  

E	
  
κ	
  <0	
  

Q	
  

Ab-­‐iniLo	
  calculaLon	
  of	
  staLc	
  	
  
normal	
  modes	
  in	
  the	
  high-­‐symmetry	
  
configuraLon	
  

Symmetry	
  of	
  distorLon	
  modes:	
  irreducible	
  representaLons	
  (group	
  theory)	
  



gi	
  

Q	
  =	
  Q1d1+…+Qndn	
  	
  

Q’	
  

Q‘=	
  Q’1d1+…+Q’ndn	
  	
  

Q	
  	
  

representaLon	
  
of	
  G	
  	
  
(matrices)	
  

T(g)	
  Q	
  =	
  	
  Q’	
  

T(g)	
  :	
  one	
  nxn	
  matrix	
  for	
  each	
  operaLon	
  g	
  of	
  G	
  

The	
  Mechanical	
  RepresentaLon:	
  an	
  arbitrary	
  displacive	
  distorLon	
  (set	
  of	
  atomic	
  
displacements)	
  transforms	
  according	
  to	
  a	
  representaLon	
  of	
  the	
  parent	
  symmetry	
  group	
  	
  	
  

{d1,…..,dn}	
  orthonormal	
  basis	
  of	
  displacive	
  modes	
  	
  

The	
  Mechanical	
  RepresentaLon	
  is	
  REDUCIBLE	
  into	
  irreps	
  



MECHANICAL	
  REP:	
  

Mechrep	
  (k=0)	
  =	
  4	
  	
  GM4-­‐(3)	
  +	
  GM5-­‐(3)	
  

15	
  degrees	
  of	
  freedom	
  

DecomposiLon	
  of	
  the	
  Mechanical	
  RepresentaLon	
  	
  into	
  IRREPS	
  	
  

Example:	
  Perovkite	
  structure	
  (G=Pm-­‐3m)	
  



The	
  mode	
  descripLon	
  of	
  a	
  distorLon	
  is	
  simply	
  a	
  change	
  of	
  basis:	
  

Atomic	
  displacements	
  from	
  posiLons	
  in	
  
the	
  parent	
  structure	
  :	
  
u1x	
  ex1	
  
u1y	
  ey1	
  
u1z	
  ez1	
  
u2x	
  ex2	
  
u2y	
  ey2	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Atoms	
  	
  1,...,N	
  

u2z	
  ez2	
  
…	
  
…	
  
uNx	
  exN	
  
uNy	
  eyN	
  
uNz	
  ezN	
  

DistorLon:	
  
U	
  =	
  (u1x,	
  u1y,	
  u1z,	
  …..,uNx,	
  uNy,	
  uNz)	
  –	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  3N	
  parameters	
  

Mode	
  basis	
  (orthonormal)	
  	
  :	
  
ε1 =	
  a11ex1+	
  a12ey1+	
  a13ex1	
  ….a13NezN	
  
ε2 =	
  a21ex1+	
  a22ey1+	
  a23ex1	
  ….a23NezN	
  
ε3 =	
  a31ex1+	
  a32ey1+	
  a33ex1	
  ….a33NezN	
  
…	
  
…	
  
…	
  
ε3Ν =	
  a3N1ex1+	
  a3N2ey1+	
  a3N3ex1	
  ….a3N3NezN	
  

(3N	
  x	
  3N)	
  matrix	
  transformaLon	
  

DistorLon:	
  

U	
  =	
  Q1	
  ε1 + Q2	
  ε2 +  Q3	
  ε3 +….+ Q3N	
  ε3Ν 	
  
U	
  =	
  (Q1, Q2,	
  Q3,	
  …, Q3N)	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  3N	
  parameters	
  (mode	
  amplitudes)	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  (collecLve	
  coordinates)	
  



Hierarchy	
  of	
  modes:	
  	
  

Von	
  Neumann	
  principle:	
  	
  
all	
  modes	
  compaLble	
  with	
  the	
  symmetry	
  will	
  be	
  present	
  in	
  the	
  total	
  distorLon	
  ….	
  

But	
  not	
  all	
  with	
  the	
  same	
  weight!:	
  

primary	
  mode(s):	
  unstable	
  	
  

secondary	
  modes:	
  induced	
  by	
  the	
  presence	
  of	
  the	
  primary	
  one(s)	
  

CollecLve	
  irrep	
  modes	
  is	
  the	
  natural	
  language	
  to	
  describe	
  the	
  
structure	
  of	
  distorted	
  phases:	
  

the	
  origin	
  of	
  the	
  distorLon	
  



The	
  natural	
  language	
  to	
  describe	
  a	
  symmetry	
  break/phase	
  transiLon	
  or	
  a	
  distorted	
  
structure	
  in	
  general	
  is	
  the	
  one	
  of	
  collecLve	
  symmetry-­‐adapted	
  modes	
  	
  (Landau	
  Theory)	
  

primary	
  distorLon	
  mode	
  :	
  order	
  parameter	
  

Unstable	
  collecLve	
  degree	
  of	
  freedom:	
  

T>Tc	
  

T<Tc	
  

F.	
  Energy	
  

Q	
  

E	
  =	
  Eo	
  +	
  1/2	
  κ(T)	
  Q	
  +	
  …	
  2	
  

κ(T)<0	
  	
  	
  	
  T	
  <Tc	
  

IRREPS	
  of	
  G	
  



We	
  can	
  compare	
  the	
  amplitudes	
  of	
  different	
  frozen	
  	
  
distorLon	
  modes:	
  

	
  	
  	
  	
  Q	
  	
  e	
  	
  

	
  	
  	
  	
  Q’	
  	
  	
  e'	
  	
  

Q	
  and	
  Q’	
  have	
  the	
  same	
  dimensions	
  and	
  their	
  values	
  can	
  be	
  compared	
  



½	
  	
  κ2	
  Q2	
  	
  +	
  

Example	
  of	
  a	
  (free)	
  	
  energy	
  map	
  with	
  primary	
  
(Q1)	
  and	
  secondary	
  (Q2)	
  distorLon	
  modes:	
   Q2	
  

Q1	
  

Hierarchy	
  of	
  modes	
  	
  

E	
  =	
  Eo	
  +	
  ½	
  	
  κ1	
  Q1	
  +	
  
2	
   2	
  

	
  γ	
  Q1	
  Q2	
  +	
  
κ1<0	
   κ2>0	
  

3	
  

Anharmonic	
  allowed	
  coupling	
  

Equivalent	
  ferroic	
  stable	
  structures	
  

κ1<0	
  

κ2>0	
  



Irreducible	
  
representaLon	
  
of	
  G	
  (irrep)	
  
(matrices)	
  

Phase	
  TransiLon	
  /	
  Symmetry	
  break	
  /	
  Order	
  Parameter	
  

Order	
  parameter	
  	
  Q	
  =	
  (Q1,Q2)	
  =	
  ρ	
  (a1,a2)	
  	
  

group-­‐subgroup	
  relaLon:	
  

G	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  

Q1	
  

Q2	
  

High	
  symmetry	
   Low	
  symmetry	
  

F:	
  isotropy	
  subgroup	
  

a12+a22	
  =1	
  

High	
  symmetry	
  group	
  G	
  =	
  	
  {g}	
  

Key	
  concept	
  	
  (Landau):	
  
It	
  defines	
  the	
  type	
  of	
  symmetry	
  break	
  	
  

g	
  belongs	
  to	
  F	
  

T(g)	
  Q	
  =	
  	
  Q	
  	
  

g	
  does	
  not	
  belong	
  to	
  F:	
  Q’	
  equivalent	
  	
  
but	
  disLnguishable	
  state	
  	
  

T(g)	
  Q	
  =	
  	
  Q’	
  ≠	
  Q	
  

amplitude	
  



T[{R|t}]	
   a	
  
b	
  
..	
  
..	
  

=	
  

nxn	
  matrix	
  of	
  irrep	
  	
  

{R|t}	
  is	
  	
  
conserved	
  
in	
  the	
  distorted	
  
structure	
  

Invariance	
  equaLon:	
  

epikernels	
  
of	
  the	
  irrep,	
  
depending	
  on	
  
the	
  direcLon	
  
(a,a,…)	
  ,(a,0,…),	
  	
  
etc…	
  	
  

kernel	
  of	
  the	
  irrep:	
  
operaLons	
  	
  
represented	
  
by	
  the	
  unit	
  matrix.	
  
SG	
  kept	
  by	
  any	
  
direcLon	
  (a,b,…)	
  	
  

isotropy	
  subgroups:	
  

a	
  
b	
  
..	
  
..	
  

Possible	
  Space	
  Groups	
  (SGs)	
  for	
  a	
  single	
  irrep:	
  	
  

T(gi)	
  =	
  	
  	
  
0	
  	
  	
  	
  1	
  
1	
  	
  	
  	
  0	
  	
  	
  

Example:	
  

T(gi)	
  	
  
a	
  
a	
  

a	
  
a	
  

=	
   è	
  
gi	
  will	
  belong	
  to	
  the	
  
SG	
  if	
  Q=(a,a)	
  

gi	
  ={R|t}	
  



possible	
  space	
  groups	
  for	
  the	
  known	
  primary	
  irrep?	
  

Problem	
  2a:	
   We	
  know	
  the	
  high	
  symmetry	
  and	
  we	
  want	
  to	
  know	
  the	
  
possible	
  symmetries	
  of	
  the	
  distorted	
  phase	
  knowing	
  
primary	
  irrep	
  

G	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  

irrep	
  R4+	
  

epikernels	
  

	
  kernel	
  

Program	
  SUBGROUPS	
  	
  



possible	
  space	
  groups	
  for	
  the	
  known	
  unit	
  cell?	
  

Problem	
  2b:	
   We	
  know	
  the	
  high	
  symmetry	
  and	
  we	
  want	
  to	
  know	
  the	
  
possible	
  symmetries	
  of	
  the	
  distorted	
  phase	
  only	
  knowing	
  
its	
  unit	
  cell	
  

G	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  ?	
  

Program	
  SUBGROUPS	
  	
  

Possible	
  subgroups	
  of	
  Pm-­‐3m	
  with	
  a	
  
layce	
  givenby	
  a	
  unit	
  cell	
  I	
  (bcc)	
  	
  
(a-­‐b,a+b,2c)	
  :	
  

I4/mcm	
  (a+b,	
  -­‐a+b,	
  2c;0,0,0)	
  	
  

I4/mcm	
  (a+b,	
  -­‐a+b,	
  2c;	
  ½,½,½)	
  	
  
Pm-­‐3m	
  

subgroup	
  index	
  



Problem	
  3:	
   We	
  know	
  the	
  structures	
  and	
  space	
  group	
  of	
  both	
  the	
  parent	
  and	
  the	
  
distorted	
  structure	
  but	
  we	
  do	
  not	
  know	
  the	
  transformaLon	
  idenLfying	
  	
  the	
  
low	
  symmetry	
  group	
  as	
  a	
  subgroup	
  of	
  the	
  parent	
  space	
  group	
  

G	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  (?)	
  
transformaLon	
  relaLng	
  the	
  unit	
  cells	
  and	
  origin?	
  

Program	
  STRUCTURE	
  
RELATIONS:	
  



Leucite	
   KAlSi2O6 

I41/a 

A	
  distorted	
  structure:	
  

Ia-3d 

G= Ia-3d 

F= I41/a (a,b,c;0,1/2,1/2)  

From	
  SRUCTURE	
  RELATIONS:	
  



e2	
  

e3	
  

e4	
  

e1	
  

Energy	
  

Q	
  

MulLstability:	
  

Q	
  >0	
  Q<0	
  



Origin	
  of	
  ferroic	
  properLes:	
  mulLstability	
  

Ferroic	
  structure:	
  	
  

	
  “distorted”	
  structure	
  with	
  respect	
  to	
  a	
  configuraLon	
  

	
  with	
  a	
  higher	
  point	
  group	
  symmetry	
  

Ferroic	
  domains:	
  	
  

	
  equivalent	
  crystal	
  tensors	
  with	
  different	
  orientaLons	
  

related	
  by	
  lost	
  point	
  group	
  operaLons	
  

Ferroic	
  properLes:	
  	
  

	
  require	
  the	
  symmetry	
  break	
  of	
  the	
  point-­‐group	
  

symmetry	
  between	
  distorted	
  and	
  undistorted	
  configuraLons	
  

FERROIC	
  SPECIES:	
  
The	
  characterizaLon	
  of	
  the	
  ferroic	
  properLes	
  requires	
  
to	
  know	
  the	
  two	
  point	
  group	
  symmetries:	
  the	
  one	
  of	
  the	
  
ferroic	
  structure,	
  and	
  also	
  of	
  the	
  related	
  high-­‐symmetry	
  
configuraLon.	
   EXAMPLE:	
  	
  	
  mmmFmm2	
  



Some	
  examples	
  of	
  ferroic	
  species	
  and	
  corresponding	
  switchable	
  
spontaneous	
  crystal	
  tensor	
  quanLLes	
  

mmm	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  mm2	
  

	
  ε1	
  0	
  	
  0	
  	
  
	
  0	
  	
  ε2	
  0	
  
	
  0	
  	
  0	
  	
  ε3	
  

	
  ε1	
  0	
  	
  0	
  	
  
	
  0	
  	
  ε2	
  0	
  
	
  0	
  	
  0	
  	
  ε3	
  

strain	
  

polariz.	
   (0,0,0)	
   (0,0,Pz)	
  
ferroelect.	
  

mmm	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  112/m	
  

	
  ε1	
  0	
  	
  0	
  	
  
	
  0	
  	
  ε2	
  0	
  
	
  0	
  	
  0	
  	
  ε3	
  

	
  ε1	
  ε6	
  0	
  	
  
	
  ε6	
  ε2	
  0	
  
	
  0	
  	
  0	
  	
  ε3	
  

strain	
  

polariz.	
   (0,0,0)	
   (0,0,0)	
  
ferroelasLc	
  

422	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  222	
  

	
  ε1	
  0	
  	
  0	
  	
  
	
  0	
  	
  ε1	
  0	
  
	
  0	
  	
  0	
  	
  ε3	
  

	
  ε1	
  0	
  0	
  	
  
	
  0	
  ε2	
  0	
  
	
  0	
  	
  0	
  	
  ε3	
  

strain	
  

polariz.	
   (0,0,0)	
   (0,0,0)	
  
ferroelasLc	
  

spont.	
  strain:	
  εs=	
  ε1-­‐	
  ε2	
  	
  

m-­‐3m	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  R3m	
  

	
  ε	
  0	
  	
  0	
  	
  
	
  0	
  	
  ε	
  0	
  
	
  0	
  	
  0	
  	
  ε	
  

	
  ε	
  ε4	
  ε4	
  	
  
	
  ε4	
  ε	
  	
  ε4	
  
	
  ε4	
  ε4	
  ε

strain	
  

polariz.	
   (0,0,0)	
   (P,P,P)	
  

and	
  ferroelasLc	
  
ferroelectric	
  



Irreducible	
  
representaLon	
  
of	
  G	
  (irrep)	
  
(matrices)	
  

Phase	
  TransiLon	
  /	
  Symmetry	
  break	
  /	
  Order	
  Parameter	
  

Order	
  parameter	
  	
  Q	
  =	
  (Q1,Q2)	
  =	
  ρ	
  (a1,a2)	
  	
  

group-­‐subgroup	
  relaLon:	
  

G	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  

Q1	
  

Q2	
  

High	
  symmetry	
   Low	
  symmetry	
  

F:	
  isotropy	
  subgroup	
  

a12+a22	
  =1	
  

High	
  symmetry	
  group	
  G	
  =	
  	
  {g}	
  

Key	
  concept	
  	
  (Landau):	
  
It	
  defines	
  the	
  type	
  of	
  symmetry	
  break	
  	
  

g	
  belongs	
  to	
  F	
  

T(g)	
  Q	
  =	
  	
  Q	
  	
  

g	
  does	
  not	
  belong	
  to	
  F:	
  Q’	
  equivalent	
  	
  
but	
  disLnguishable	
  state	
  	
  

T(g)	
  Q	
  =	
  	
  Q’	
  ≠	
  Q	
  

amplitude	
  



MulLstability:	
  enumeraLon	
  of	
  disLnct	
  domains:	
  

disLnct	
  Ferroic	
  states:	
  only	
  if	
  the	
  symmetry	
  operaLons	
  g	
  contain	
  	
  
different	
  rotaLonal	
  parts:	
  

G	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  
	
  disLnct	
  domains/states:	
   {Q’}	
   T(g)Q	
  =	
  	
  Q’	
  

Number	
  of	
  disLnct	
  equivalent	
  states	
  =	
   Order	
  of	
  G	
  
Order	
  of	
  F	
  

Number	
  of	
  disLnct	
  ferroic	
  states	
  =	
   Order	
  of	
  PG	
  
Order	
  of	
  PF	
  

Two	
  levels	
  of	
  knowledge	
  of	
  the	
  symmetry	
  of	
  a	
  distorted	
  phase:	
  
1)	
  pair	
  of	
  points	
  groups:	
  (PG,PF)	
  

2)	
  space	
  group	
  G	
  +	
  acLve	
  irrep(s)	
  +	
  plus	
  direcLon	
  order	
  parameter(s)	
  Q	
  

(Ferroic	
  species)	
  



Leucite	
   KAlSi2O6 

I41/a Ia-3d 

max. atomic displ. : 1.04Ǻ 

Ferroic	
  species:	
  m-­‐3m	
  F	
  4/m	
  
m-­‐3m	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  R3m	
  

	
  ε	
  0	
  	
  0	
  	
  
	
  0	
  	
  ε	
  0	
  
	
  0	
  	
  0	
  	
  ε	
  

	
  ε1	
  0     0	
  	
  
	
  0	
  	
  	
  ε1	
  0	
  
	
  0	
  	
  	
  0	
  	
  	
  ε2

strain	
  

polariz.	
   (0,0,0)	
  

	
  ferroelasLc	
  (improper)	
  

(0,0,0)	
  



Ferroic	
  species:	
  m-­‐3mF4/m	
  

Program	
  TENSOR	
  	
  	
  

Faraday	
  Effect:	
  

m-­‐3m	
   4/m	
  



Problem	
  4:	
   We	
  know	
  the	
  symmetry	
  break	
  (not	
  necessarily	
  the	
  structures)	
  and	
  we	
  want	
  
to	
  idenLfy	
  the	
  acLve	
  irreps	
  	
  (primary	
  and	
  secondary	
  ones)	
  

G	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  
acLve	
  irreps?	
  

Program	
  GET_irreps:	
  



Leucite	
   KAlSi2O6 A	
  distorted	
  structure:	
  

 Ia-3d F= I41/a (a,b,c;0,1/2,1/2)  

From	
  GET_irreps:	
  

Input:	
  
Ia-3d 

I41/acd 

I41/a 

GM3
+	
  

GM4
+	
  



Leucite	
   KAlSi2O6 

I41/a Ia-3d 

How	
  are	
  the	
  distorLon	
  modes	
  (polarizaLon	
  vectors)	
  
corresponding	
  to	
  irreps	
  GM4+	
  and	
  GM4+	
  present	
  in	
  
the	
  distorted	
  structure	
  and	
  what	
  are	
  their	
  
amplitudes?	
  

Ia-3d 

I41/acd 

I41/a 

GM3
+	
  

GM4
+	
  

Symmetry	
  mode	
  decomposiLon	
  of	
  the	
  distorLon?:	
  



Problem	
  5:	
   We	
  know	
  the	
  symmetry	
  break	
  and	
  we	
  know	
  the	
  structures	
  and	
  we	
  want	
  to	
  
decompose	
  the	
  distorLon	
  into	
  irrep	
  distorLon	
  modes	
  

G	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  F	
  
Symmetry	
  mode	
  analysis	
  

Program	
  AMPLIMODES:	
  



Leucite	
   KAlSi2O6 

I41/a Ia-3d 

Ia-3d 

I41/acd 

I41/a 

GM3
+	
  

GM4
+	
  

Q	
  

QΓ3+ =	
  α	
  QΓ4+	
  

T	
  (K)	
  

Γ3
+	
  

I41/a 

Induced	
  effect	
  :	
   2	
  

Γ4
+	
  

DISTORTION	
  MODES	
  	
  AMPLITUDES	
  VS.	
  TEMPERATURE:	
  

Using	
  AMPLIMODES	
  



Using AMPLIMODES 



A	
  detailed	
  review	
  of	
  symmetry-­‐mode	
  analysis	
  with	
  many	
  examples:	
  
"Mode	
  crystallography	
  of	
  distorted	
  structure",	
  Acta	
  Cryst.	
  (2010).	
  A66,	
  558-­‐590	
  	
  	
  
(open	
  access)	
  	
  	
  

A	
  detailed	
  descripLon	
  of	
  the	
  program	
  AMPLIMODES:	
  
”AMPLIMODES:	
  symmetry-­‐mode	
  analysis	
  on	
  the	
  the	
  Bilbao	
  Crystallographic	
  Server",	
  	
  
J.	
  Appl.	
  Cryst.	
  (2009).	
  42,	
  820-­‐833	
  



Tutorial-­‐AMPLIMODES.pdf	
  



Amm2	
  phase	
  of	
  	
  BaTiO3	
  

Example	
  of	
  input	
  of	
  AMPLIMODES:	
  

Pm-­‐3m	
  

Amm2	
  

4	
  parameters	
  

b	
  

c	
  

Transf.	
  
necessary	
  



Link	
  to	
  STRUCTURE	
  RELATIONS	
  in	
  
case	
  the	
  matrix	
  is	
  not	
  known	
  

Structures	
  in	
  non-­‐standard	
  semngs	
  are	
  allowed	
  	
  



Example	
  of	
  output	
  of	
  AMPLIMODES:	
  



Example	
  of	
  output	
  of	
  AMPLIMODES:	
  

amplitude	
  of	
  the	
  GM4-­‐	
  distorLon	
  

polarizaLon	
  vector	
  in	
  two	
  forms	
  

basis	
  for	
  this	
  
4dim	
  vector	
  

crystallographic	
  form	
  

as	
  a	
  vector	
  (norm	
  1)	
  with	
  4	
  components	
  



Example	
  of	
  output	
  of	
  AMPLIMODES:	
  

basis	
  modes	
  
(normalized	
  and	
  orthogonal)	
  

c=5.665339	
  	
  unit	
  cell	
  of	
  reference	
  structure	
  
2a	
  or	
  2b	
  atomic	
  site:	
  1	
  atom	
  per	
  PRIMITIVE	
  unit	
  cell	
  
0.176512*5.665339	
  =1	
  

b=c=5.665339	
  unit	
  cell	
  of	
  reference	
  structure	
  
O1	
  4e	
  atomic	
  site:	
  2	
  atoms	
  per	
  PRIMITIVE	
  unit	
  cell	
  
O1_2	
  2a	
  	
  atomic	
  site:	
  1	
  atom	
  per	
  PRIMITIVE	
  unit	
  cell	
  	
  
[(0.124813*5.665339)2	
  +	
  2*[(0.062406*5.665339)2	
  +	
  
(0.062406*5.665339)2]]1/2=	
  0.999998	
  



Example	
  of	
  output	
  of	
  AMPLIMODES:	
  

amplitude	
  of	
  the	
  GM4-­‐	
  distorLon	
  

polarizaLon	
  vector	
  in	
  two	
  forms	
  

basis	
  for	
  this	
  
4dim	
  vector	
  

crystallographic	
  form	
  

as	
  a	
  vector	
  (norm	
  1)	
  with	
  4	
  components	
  



The	
  orthorhombic	
  Amm2	
  structure	
  of	
  	
  BaTiO3	
  

polarizaLon	
  vector	
  	
  GM4-­‐	
  

δx δy δz 

Ba1 0.0 0.0000 0.0308 

Ti1 0.0 0.0000 0.1339 

O1 0.0 0.0349 -0.0665 

O12 0.0 0.0000 -0.0317 

δx δy δz 

Ba1 0.0 0.0000 0.0000 

Ti1 0.0 0.0000 0.0000 

O1 0.0 0.0624 0.0624 

O12 0.0 0.0000 -0.1248 

QGM4-­‐	
   +	
  QGM5-­‐	
  	
  

δx δy δz 

Ba1 0.0 0.0 0.0 

Ti1 0.5 0.0 0.5 

O1 0.5 0.25 0.25 

O12 0.0 0.0 0.5 

Perovskite	
  in	
  Amm2	
  seyng	
  

+	
  

polarizaLon	
  vector	
  GM5-­‐	
  

QGM4-­‐=	
  0.165	
  Å	
   QGM5-­‐=	
  0.006	
  Å	
  

(	
  Kwei	
  et	
  al.	
  (1993)	
   neutron-­‐powder	
  190	
  K	
  )	
  

+	
  

b	
  

c	
  



The	
  orthorhombic	
  Amm2	
  structure	
  of	
  	
  BaTiO3	
  

Mode	
  decomposiLon	
  of	
  distorLon:	
  

c	
  

b	
  

GM4-­‐	
  	
  mode	
   GM5-­‐	
  mode	
  

QGM4-­‐	
  >>	
  QGM5-­‐	
  	
  

QGM4-­‐	
  x	
   +	
  	
  	
  	
  QGM5-­‐	
  x	
  

polar	
  ferroelectric	
  mode	
  

(	
  Kwei	
  et	
  al.	
  (1993)	
   neutron-­‐powder	
  190	
  K	
  )	
  

max. atomic displ. : 0.13 Ǻ 



• 	
  quanLtaLve	
  comparison	
  of	
  structures	
  with	
  the	
  same	
  or	
  different	
  space	
  group	
  

• 	
  detecLon	
  of	
  hidden	
  structural	
  correlaLons	
  (specially	
  for	
  low	
  symmetry	
  distorLons)	
  	
  

• 	
  systemaLc	
  characterizaLon	
  of	
  variaLon	
  of	
  the	
  structure	
  with	
  temperature	
  

• 	
  idenLficaLon	
  of	
  fundamental	
  and	
  marginal	
  degrees	
  of	
  freedom	
  

• 	
  reducLon	
  of	
  the	
  effecLve	
  number	
  of	
  crystallographic	
  parameters	
  

• 	
  detecLon	
  of	
  false	
  refinement	
  minima	
  

• 	
  raLonalizaLon	
  of	
  phase	
  diagrams	
  and	
  various	
  symmetries	
  in	
  families	
  of	
  compounds.	
  

ApplicaLons	
  of	
  symmetry	
  mode	
  analysis	
  of	
  distorted	
  structures:	
  



Leucite	
  

KAlSi2O6 

Ia-3d 

I41/ac 

I41/a 

Γ3
+	
  

Γ4
+	
  

dot	
  	
  product	
  e(4K).e(T)	
  

Γ4
+	
  

Γ3
+	
  

I41/a Palmer	
  et.	
  (Amer.	
  Miner.	
  82	
  (1997)	
  16	
  

Q	
  

QΓ3+ =	
  α	
  QΓ4+	
  

T	
  (K)	
  

GM3
+	
  

I41/a 

Induced	
  effect	
  :	
  
2	
  

GM4
+	
  

PolarizaLon	
  vectors	
  in	
  

GM1
+	
  



Exercise	
  1	
  (Tutorial)	
  

Ferroelectric	
  phase	
  of	
  S2Sn2P6	
  	
  

How	
  does	
  the	
  symmetry	
  mode	
  decomposiLon	
  depends	
  on	
  the	
  
parent	
  structure?	
  	
  



Exercise 1: S2Sn2P6	
  

changing	
  the	
  parent	
  structure:	
  

using	
  the	
  opLon	
  for	
  FullProf	
  (and	
  the	
  "good"	
  parent):	
  



80K	
  

K3	
   K1	
  GM2-­‐	
   (polar/ferroelectric	
  mode)	
  

0.42	
  Å	
   0.14Å	
   0.04Å	
  

Exercise	
  4	
   False	
  minimum	
  in	
  the	
  refinement	
  of	
  the	
  	
  
structure	
  of	
  BaMnO3	
  



Example	
  3:	
  BaMnO3	
  	
  -­‐	
  False	
  minimum	
  

Chi2	
  

Amplitude	
  of	
  one	
  K1	
  basis	
  mode	
  



Tutorial_VISUALIZING_MODES.pdf	
  



M2
+	
  

X5
+	
  

M3
+	
  

R4
+	
  ,	
  R5

+	
  

Pnma	
  	
  Sequence	
  of	
  transiLons	
  in	
  SrZrO3	
  	
  	
   20 C 

(Howard	
  et	
  al.	
  	
  2000	
  &	
  data	
  from	
  B.	
  Kennedy)	
  

QM2+	
  =	
  0.007	
  Å	
  	
  

	
  QM3+	
  =	
  0.794	
  Å	
  

	
  QX5+	
  =	
  0.338	
  Å	
  

	
  QR4+	
  =	
  1.185	
  Å	
  	
  

	
  QR5+	
  =	
  0.069	
  Å	
  

Pnma	
  

-­‐ Each	
  primary	
  mode	
  is	
  a	
  different	
  instability	
  mechanism	
  

-­‐	
  each	
  primary	
  mode	
  condenses	
  	
  in	
  general	
  at	
  different	
  
	
  	
  temperatures	
  :	
  two	
  phase	
  transiLons	
  

two	
  primary	
  modes	
  
necessary	
  

Pm3m	
  

P4/mbm	
   P4/mbm	
  

P4/mmm	
  

Pbam	
  

Cmmm	
  

Cmcm	
   Imma	
  

Pnma	
  

Expected	
  transiLon	
  sequence:	
  

Pnma	
   Imma	
   Pm3m	
  

T	
  >	
  	
  

(	
  M3
+,	
  R4

+)	
  	
   R4
+	
  



 
 

Sequence	
  of	
  transiLons	
  in	
  SrZrO3	
  	
  	
  

M2
+	
  M3

+	
  
R4

+	
   X5
+	
   R5

+	
  

0.007	
  Å	
  	
  0.79	
  Å	
   0.338	
  Å	
   0.07	
  Å	
  1.18	
  Å	
  

(with	
  structural	
  data	
  from	
  Kennedy,	
  Howard	
  and	
  K.S.	
  Knight,	
  2010)	
  	
  

They	
  deform	
  the	
  octahedra.	
  
X5

+	
  has	
  significant	
  amplitude	
  
Temperature	
  variaLon:	
  

Amplitudes:	
  
modes	
  polarizaLon	
  vectors:	
  



#	
  SrZrO3	
  parent	
  
221	
  
4.084	
  4.084	
  4.084	
  90	
  90	
  90	
  
3	
  
Sr	
  1	
  1a	
  0.000000	
  0.000000	
  0.000000	
  
Zr	
  1	
  1b	
  0.500000	
  0.500000	
  0.500000	
  
O	
  1	
  3c	
  0.500000	
  0.000000	
  0.500000	
  

#	
  SrZrO3	
  Pnma	
  phase	
  
62	
  
5.8206	
  8.1949	
  5.8045	
  90	
  90	
  90	
  
4	
  
Sr	
  1	
  4c	
  0.524000	
  0.250000	
  0.004000	
  
Zr	
  1	
  4a	
  0.000000	
  0.000000	
  0.000000	
  
O	
  1	
  4c	
  -­‐0.013000	
  0.250000	
  -­‐0.069000	
  
O	
  2	
  8d	
  0.284000	
  0.036000	
  0.215000	
  



SrAl2O4	
  

(b)	
  

Γ6	
  

M2-­‐1q	
  

M3-­‐1q	
  

	
  E(mRy)	
  	
  

P6322	
  

C2221	
  

P21	
  

P312	
  

C2	
   P212121	
  P21212	
  Γ6	
  

Γ4	
   Γ5	
  

M3-­‐1q	
   M2-­‐1q	
  

P6322	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  P21	
  

(Larsson	
  et	
  al.	
  2008)	
  

Mode	
  decomposiLon	
  vs.	
  	
  ab-­‐iniLo	
  calculaLons	
  	
  	
  	
  

two	
  different	
  displacive	
  instabiliLes:	
  



   irrep    M2-1q Γ6 M3-1q Γ5 Γ4 

   dim.     12   7  11   7 3 

Amp. prod. Amp. prod. Amp. prod. Amp. prod. Amp. prod. 

Exp. Struct.  1.70 1.39 0.57 0.32 0.02 

ab-initio 1.81 0.998 1.35 0.9997 0.57 0.997 0.24 0.96 0.03 0.63 

SrAl2O4	
  
Comparison	
  of	
  mode	
  decomposiLon	
  of	
  
experimental	
  and	
  ab-­‐iniLo	
  structures	
  

Amplitudes	
  and	
  dot	
  products	
  of	
  polarizaLon	
  vectors	
  :	
  



Use	
  of	
  	
  mode	
  coordinates	
  in	
  the	
  structure	
  
refinement,	
  instead	
  of	
  the	
  individual	
  atomic	
  coordinates?	
  

One	
  expects:	
  

• 	
  a	
  natural	
  hierarchy	
  of	
  parameters	
  
• 	
  less	
  correlaLons	
  with	
  atomic	
  (thermal)	
  displacement	
  parametes	
  
• minimize	
  correlaLons	
  

AMPLIMODES	
  	
  
FullProf	
  	
   (Juan	
  Rodriguez-­‐Carvajal)	
  

Jana2006	
  	
   (V.	
  Petricek)	
  

ISODISTORT	
  	
  
Topas	
  

[.pcr	
  input	
  file]	
  


